4. Ratenmonotones Scheduling —
Rate-Monotonic Scheduling (LIU/LAYLAND 1973)

4.1. Taskbeschreibung
e Task

Planungseinheit. Periodische Folge von Jobs. T={r,.,m}

e Taskparameter

Anforderungszeit, Bereitzeit (release time) Ii
Bearbeitungs-, Ausfiihrungszeit (computation time) Ci
Zeitschranke, Frist (deadline, due date) di
Periodendauer t;
Phasenverschiebung (phase) o
Prioritét Pi

e Bewertungsgrofien und Bewertungsmalie

Beendigungszeitpunkt (completion time) C; max(C;) - Min!

Antwortzeit (flow time) F=Ci-r, Fi — Min!

Deadline-Abweichung (lateness) Li=C;-d; L; 0 Vi

Deadline-Uberschreitung (tardiness) Ti=max(L,0) =0Vg5eT

Periodenanf. bereit eingeplant beendet Deadline  Periodenende
l l l Bearbeitungszeit C; l l

i

Vo h'd h'd

Phase ¢, Antwortzeit F; Abw. L;
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4.2. Definitionen und Eigenschaften
e Modellannahmen

(1) Anforderungen an Tasks sind periodisch mit konstanter Perioden-
dauer t;, d.h. mit konstanter Anforderungsrate a; = t!

(2) 7 ist bereit zu Periodenbeginn, Ausfiihrungszeit C; ist konstant
(und hochstens gleich t;).

(3) Die Deadline einer Task ist gleich deren Periodenende.
(4) Die Tasks sind voneinander unabhingig.

(5) Das Scheduling erfolgt auf der Basis fester Priorititen. Eine Task
hoherer Prioritdt verdrangt eine Task niedrigerer Prioritét sofort,
Overhead wird vernachlissigt.

e Taskbeschreibung
5o (t,c,pi)  1=1,..n

e Kritischer Moment einer Task

Zeitpunkt, zu dem die Anforderung einer Task zu deren groBtmoglicher
Antwortzeit fiihrt (falls Ausfiihrung stets in derselben Periode beendet).

— Kritische Zeit einer Task (kritisches Intervall):

Zeit zwischen kritischem Moment und Beendigung der Task.
— Beispiel 4.1. t,=2, ,=3, t3=4, ¢;=1,C,=C;=1; p; > p, > Ps.

\ Prioritat
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e Satz 4.1.

7

(%)

(%)

(%)

(%)

(%)

[

Fir eine Task tritt dann ein kritischer Moment ein, wenn die Task
gleichzeitig mit allen Tasks hoherer Prioritit angefordert wird.

Beweis (n = 2).

Sei p; > p,. Zur Zeit T, erfolge eine Anforderung an 7, und fiir 7
erfolge eine Anforderung zu den Zeiten

T,=T,, T,+t, T,+2t,..

. . . C
Dann erhoht sich die Antwortzeit von 7, um L 2 —‘ -C,.
—C
1 1

Weiter: Ein VergroBBern (oder Verkleinern) von T, 148t die Antwortzeit

von 7, konstant oder verringert sie. O
| Prioritét
L.
N I N O Y I Y I
T, T+t Ti+2t Ti+3t t
I T T T 1T T T T T T 1T T T T T T ='[
T, L+t
I I I O O Y I B N T I B B
T2 T2+t2 t
N N O N O O Y I B T T T 7] =t
T, h+1h
I [ 1 [ [T [ [ I
t
T2 L+t
T T 1 11 I I N O B I T 1
T, t
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— Formal: Analyse des ,,Bedarfs an Prozessorzeit*

i
W.. + 0. — .
Ci + Z{ DR ARLL —‘ Cx, Wi Antwortzeit von zj
k=1 I

Annahmen:

*t=0 bel min(¢p,)

k<i
* bis @; kein Prozessor-Leerlauf

* Betrachtung der Antwortzeit W;; des 1. Jobs 7;; von Task 7.

L

zur Beendigung von .

W, . — L
Dann ist { 1 T4 P —l die Anzahl der Aktivierungen von 7 (K <1) bis

Y

] ] r| I ] il—l | |—|i=
1 | ] | [ [ [y _
@i

Damit ist W;; die kleinste Losung der Gleichung

i—1

Wi, + @, —

Wi1=Ci+Z{ i1 T @i ¢k—|°0k¢i-
k=1 ty

Wi, wird maximal fir ¢@,=0 V k<1 und somit auch fiir ¢;=0.

— Weiter folgt: Die maximale Antwortzeit von 7 ist die kleinste Losung
t € [0, tj] der Gleichung

i—1 t
t:ci+2{—1-ck.
k=1 tk
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- Folgerung 4.2.

Fiir die Existenz eines Ablaufplans ist es hinreichend (und notwendig),
daB3 alle Tasks, die in kritischen Momenten angefordert werden, ihre
Deadline einhalten. Damit geniigt es bei der Untersuchung der Ausfiihr-
barkeit eines Ablaufplans, die gleichzeitige Anforderung von Tasks zu

betrachten.

— Beispiel 4.2.  7: (2,1,p1), 1 (5,1, p)).

a) P> pa b) p2 > pi:
A Prioritét A Prioritit
0 e R e Y s SR f s .
t ‘ t
& — - -
5 t 5 t
¢) Modifikation: } Prioritat ;
¢ = T
(max.) | t
D | | | | i | | \ | .
| I I I | I I I | | I
5 10 1
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e Lemma4.3 (LIU/LAYLAND).

Sei T= {7, nn} mitt; <t,. Gibtes einen ausfithrbaren Ablaufplan bei
P> > P1, so gibt es einen solchen Plan auch bei p; > p,.

Beweis.

Notwendig (aber nicht hinreichend) fiir die Existenz eines Ablaufplans

1

t
bei p; > Py ist mit m= {—ZJ die Bedingung (man beachte Folg. 4.2)

mc,+¢, < t,. (*)

—2J - mal
tl

—\

7i C | C | C | C |

0 [¥] 2t 3t

—

| Prioritit {

Y

—+

) C,' cy" c,'

|

C'+G"=0Cy %
Sei nun p, > p;. Dann mull offenbar gelten:

C1+Cz§t1.

Diese Bedingung impliziert wegen m > 1 Bedingung (*):
mc;+¢C, < mc;+me, < mt; < t,.
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e Lemmad4.3.

Fir T = {7,...,;} sei eine statische Priorititszuordnung p gegeben;
0.B.d.A.sei p(5)=1, i=1,...,n (1: hochste Prioritit). Weiter gebe es ein
k e {1,...,n— 1} mit t, > t,,1, und T sei unter diesen Bedingungen
einplanbar. Dann ist T auch einplanbar, wenn die Prioritdaten von 7 und
Tk vertauscht werden.

Beweis.

Sel m= {t—kJ
tk+1

S ¢ : Gesamtausfithrungszeit aller hoher
, priorisierten zj in [0, M-ty4].
Notwendig fiir die Einplanbarkeit von T bei p ist

Co + Cx + MCyyy < Miy,;.

A Prioritat

—1 O O | | [ 0 I | O —i,
Tk ] I H -—

ty

7 1,y 11 i 1 i I -
k+1 | | | t

0 ti1 2t {t_kJ s

tk+1

Daraus folgt unmittelbar
Ck < m(tk+1 - Ck+1) — Co,
was (unter Beachtung von Folg. 4.2) hinreichend fiir die Einplanbarkeit

von T nach Vertauschen der Prioritiaten von 7, und 7 ist. [

A Prioritit

—1 O O 1 M O | | —1
T 1M I 101 i1 1 -

] | I I
tir1 24 Mty
- | [ ] I -
k ] t
0 tx
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e Ratenmonotone Prioritatszuordnung RMS

Den Tasks einer Taskmenge T wird eineindeutig eine Prioritit in der
Reihenfolge ihrer Anforderungsraten zugeordnet (hochste Rate ent-
spricht hochster Prioritét; bei gleicher Rate werden unterschiedliche,
aber aufeinanderfolgende Priorititen festgelegt).

e Satz 4.4. (Optimalitatseigenschaft von RMS)

Sei T eine Taskmenge, und se1 X(T) die Gesamtheit aller statischen
Prioritdtszuordnungen fiir T. Dann gilt: Gibt es irgendeine Zuordnung
aus X(T), die zu einem ausfiithrbaren Ablaufplan fiihrt, so erzeugt auch
RMS einen solchen Plan.

Bewels.

Sei
p: T— {l,..,n} eineindeutig (1: hochste Prioritat),
so dal3 es einen Ablaufplan fiir T gebe. Weiter existiere ein
ke {l,.,n—1} mit
> b, P(a) > (7)),
und T sei unter diesen Bedingungen einplanbar. Dann ist nach Lemma

4.3 T auch einplanbar, wenn die Priorititen von 7, und 74 vertauscht
werden.

RMS ist eine Permutation der urspriinglichen Prioritdtszuordnung, jede
Permutation 146t sich als Produkt von Transpositionen darstellen. |
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4.3. Prozessorauslastung und Existenz von Ablaufplanen —
Admission-Kriterien fur RMS

Gegeben sei eine Taskmenge T= {7,...,;}, 5= (1, Ci, Pi), 1=1,...,n.

e Begriffe
— Prozessorauslastung von T

noc
U=1-p, = Zt—' Po: Stillstandswahrscheinlichkeit
i=1 Y

— Eine Taskmenge T heif3t gerade noch einplanbar (fully utilizing the
processor, difficult-to-schedule), wenn es fiir T bei der gegebenen Prio-
rititszuordnung einen ausfiihrbaren Ablaufplan gibt, der jedoch bei Ver-
groflerung der Bearbeitungszeit einer Task nicht mehr ausfiihrbar ist.

Aufgabe: Bestimmung eines Wertes Uy, so dal} es fiir alle Taskmengen
mit U < Uy stets einen Ablaufplan gibt. Da RMS optimal, geniigt es, U,
bzgl. RMS zu bestimmen.

— Grenzauslastung, obere Grenze Uy der Prozessorauslastung
(maximum schedulable utilization, utilization bound)

Minimum von U iiber alle Taskmengen (liber alle méglichen Werte von
tj und ¢;j), die bei RMS den Prozessor voll auslasten.

— Beispiel. 4.2.¢) U=
4.2. d) tl =2 Ci 20,9 t2:5 02:2,5 U=

A Prioritit

7 %

\
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e Lemma 4.5. Fiir zwei Tasks ist die obere Grenze Uy der Prozessoraus-
lastung unter RMS

U, =2(~2-1).

Beweis.

Sei T={r, n} eine Menge von zwei Tasks mit t; <t,, mithin p; > p,.
Dann ist | :=[0, t,) das kritische Intervall fiir .

In | treten ﬁ—z—‘ =:1 Anforderungen an 7; auf. Weiter sei k:= H—zJ
1 1

— Fall a):

Alle in | auftretenden Anforderungen an 7; werden vollstdndig in | er-
fiillt. Das bedeutet (s. Abb.)

C; < t2 - ktl (*)

A Prioritit

Dann lastet T den Prozessor genau dann voll aus, wenn

C2 = t2 — |C1,

und damit 1st
+(t_z_|.&j:
t2 t2
1 |
eef120), .
t
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und wegen

und damit ist (a) monoton fallend in c;.

— Fall b):
Bei
C; = t2 - ktl

lastet T den Prozessor genau dann voll aus, wenn

c, =k(t; —cy),
so daf3
U = &4_ k tl_—cl —
tl t2
:k-t—1+cl(l—hj. (b)
t2 t1 t2

Dabei ist wegen | X |<x der Faktor von ¢; nichtnegativ und somit U
monoton steigend in C;.

— Also:
U, tritt bei ¢; =t, —kt; auf, und dann gilt

U, =1—t—1(|—t—2j(t—2—kj.
tZ tl tl
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Sei

r=t—2—k¢0.
t1
Dann ist
bker, 1=k+1
tl
und mithin
Ug Zl—ﬁ'(kﬁ-l—k—r)'r:
21-T020 k) Min.d
K+r

Da Uy monoton in k steigt und k € N gilt, bedeutet dies

rl—r)
r+1

U,=1- — Min.!

g

Daraus resultiert
r=+2-1
und schlief3lich

U, =2(2-1). q.e.d.
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e Satz 4.6 (LIU/LAYLAND, 1973).

Fiir eine Menge von n Tasks mit der Auslastung U gibt es einen Ablauf-
plan gemafl RMS, wenn U < U, gilt mit

U, =U,(n=n(¥2-1)

(,,obere Grenze der Prozessorauslastung®).

n=2: U, ~0828
n=3: U, ~0,780

n — oo: Ug—> ~ 0,693.

e Folgerung 4.7.

Ist t—JeN furalle i, jmit 1<i<j, i,j=1,...,n, so gibtes genau

n
i C.
dann einen Ablaufplan, wenn Zt—' <l1.
i=1 %
A Prioritét

L S e e e A N
t
©) bttt
5 t
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e Struktur des Beweises firn>2

0. Es werden ausschlieBlich Taskmengen T betrachtet, die ,,gerade noch
einplanbar* sind (die den Prozessor maximal auslasten, schwer einplan-
bar sind). Fiir diese Taskmengen wird die kleinstmogliche Auslastung
bestimmt.

0.B.d.A. sei T nach Periodenldngen geordnet, d.h. t; <t, < .. <t,.

1.Sei t, < 2t;.

— Bei gegebenen t; wird eine Taskmenge konstruiert, die gerade noch ein-
planbar ist.

— Bei gleichen t; hat jede andere Taskmenge eine hohere Auslastung.

2.Die Auslastung der in 1. konstruierten Taskmenge ist abhdngig von den

N .o . . . t .o .
Periodenlingen, genauer von den Periodenverhiltnissen -1 . Fiir diese
i

Taskmengen ist der kleinstmdgliche Auslastungswert U, = n(¥2-1).

3.T sei eine Taskmenge mit t, > 2t;.
— Konstruktion einer Taskmenge T': (t',¢;) furi<n, (t,,c,') mit
t, <2t’ Vi#n:
'=(t/t ] - D,
Cn': Summe aller ,,restlichen* Bearbeitungszeiten.

Die Auslastung von T’ ist nach 2. mindestens U,,.

— Die Auslastung der urspriinglichen Taskmenge T ist (echt) groB3er als die
Auslastung von T'.

e Beispiel 4.3.
n=2
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e Verallgemeinerungen und Erganzungen
—di <t
RMS ist nicht mehr optimal. Aber: Zuordnung
Prioritdt ~ d;’
ist optimal: Deadline-monotones Scheduling DMS.
Einplanbarkeit: Satz 4.8, t € (0, d).

—di >t

weder raten- noch deadline-monotones Scheduling sind optimal.

— Satz 4.8 (LEHOCZzKY, 1989).

Sei T = {r,...,5} geordnet nach aufsteigender Periode. Dann gilt:
Fiir T gibt es genau dann einen Ablaufplan gemil RMS, wenn

I<isn  te(0.] t =

J

max min f, ()<l  mit fi(t):l-i{ti—‘-cj.

fit) A
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e Analyse des Zeitbedarfs (time-demand analysis)
. =11 ¢
? Vi Jt wi(t):ci+ZL—_—’cj <t
j=1] *j
Beispiel 4.4. T=1{2; 1), 4 05), (5 05), (6; 1,5)}
Ar(t)

4

JW(b)

0 1 5
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